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МЕТОД КОЛЛОКАЦИИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
О СОБСТВЕННЫХ ВОЛНАХ ГРАДИЕНТНОГО 
ДИЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ВОЛНОВОДА 
Задача 11оиска собстненных J:IOJIН с.набона11ранJ1нюще1 ·u вол­
новода. сводится к спектра:rыюй за.даче поиска. таких знаL1ений 
11араме·r1юв Х и Л , при котоrых существуют ненулевые функ­
ции и 111 , удовлетворяющие уравнениям Гельмгольца 
Ли+ х2и = -Лр2 и , х Е !1, (1) 
(2) 
Нн. гра.нице Г справедливы слu:1...ующш.' условия сопряжения : 
(3) 
Аынлитуда и должна у,:\он .11е· 1· нор}I'tъ условинм излучения на 
бесконечности : 
ос 
и L щН/I)(хт) cxp(ilф), lxl ~ 1 . (4) 
1=-ао 
3,! \ОСЬ иснользованы безразмерные 11арамстры 
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Х = Jk2n~ - (/ЗR) 2 , Л = k2 (п+ 2 - п~). 
где х = (х1 , х2) Е R2 , п - 11оказатсл1, J1рс: юм.;1с11ия 1шутри 
волновода, n+ -- с1·0 максимальное зншюнис, пос - 110ю.-1.:~а· 1 •( \1J1, 
нреJЮМJ1ени}{ окружающей среды , 11ри'1ём О < пос < n+ . 
Методами теории потенциалп змача (1) - (4) сводится к 
спектральной :шдаче для интегралыюгu оператора [lj. Эту за­
дачу удобно формулировать не для функции и, а для функции 
v(x) = u(x)p(x), 
и(х) = Л j Ф(х; х, y)p(x)p(y)v(y)dy , 
п 
(5) 
здесь Ф(х; х, у) = ~ H~l) (xlx - YI) --- фундаментальное решение 
уравнения Гельмгольца, х, у Е R2 \Г. Оператор Т : L2(f2) --+ 
~ L2(Q), опрс,'1,елясмый правой •~астью раnснства (5), явля-
е·rся компактным, а в слу•шс, когда Imx > О, Rex О, 
самосопряжённым и 110:10жительно 011реде.r1ённым. 
Справедлива слел,.vющая 
Теорема. Дл.я любиги х, 11ш1щги чти Х = iCJ', гdе а > О , 
сущесrпнуст С'Ч,ёrпное .1>t1шж;ссrпво :z:арактерист:ичес·к ·1д: чисел 
>.i , i = 1, 2, ". , с един.стнr_"юшй точкой накопления 'Нд бссr.:и-
Для численного решения задачи применим Ml:'TUД кu.1Jюю-1-
N 
ции (2j. Проведём триаш·ующию области : ПN = u nk ~ n. 
/;=l 
Затем выберем базисные функции l.{)k как характеристические 
функции для каждого трсуголышка nk . Фу11К1\llЮ и бу;\сМ ис­
кать н виде ;шнейной комбинации 
N 
VN ~ L 'Ukl.{)k, 1!k = 'L'((k) , 
k=l 
(6) 
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г;~t~ ~k центр тяжести трсугольникн. пk. Учитьшая нредстав­
.'IСПИС функции (б) , 3itl!И!llt!M равенство (5) н тuчках ~i , i = 
= 1. JV. Тог/~а 11oлy•rиJ\r алгебраическую :.ш,ТJ,а•rу на собственные 
:-1па1 н:п11 я 
Л' 
1.1i = .А LaiJщ , i..,... l ,N, 
j=l 
aij •.се J Ф(х; ~;, y)p(~i)p(y)dy . (7) 
~2j 
Запише:1-r 3адачу (7) в i\Iатрпчпом виде 
N ) N 
'l' = ЛАN(Х v . (8) 
За,ца•rа (8) ре111а,.; 1н,сh дву\1\.1 сппсобами . В случае, когда х = ia , 
чтu сuотвстствуст пuвсрх1юстпым вол1н1м, получttем линейную 
сrrt~ктра..'!ьную 3а,.'~ачу ;ря нн.хождения ,\ при каждом а. При 
фrшсирuпапип ,\ получаем пслипсйпую 3а;~а,тту uтrюсителыю 
Х . Этuт СJ1у•1ай соuтвстствуст uытекающим собстuснпым UOJI-
нaм . Дnказан<'\, сходимос'rъ метода, а в сJ1учае нонерхностных 
волн доказано, что 1юrжд<ж схu;~имости ранен 2. Ныполнена се­
рин Нhrттислите.11ьных экспериментов . Ре3у.1ьтаты вычислений 
подтвсrщи.:ш эффе1пиrшоt:тr.. ыстuда на нрактике . 
Работа nыттолпстта прп фппапсоной ПО!V\Сржкс РФФИ: (про­
ект 09-0l-97fI09). 
.J l И ТЕР АТ У Р А 
1. Даутun Р. 3. Afemod и,нтпе?рn.лы;, -ы,.т тюли.Р.нuй и то-ч.н.ыР. 
·1а;ло-11·1u1ыtьи: ?.р11.11. 11:ч.пыr условия 1J т,сории ди:щс ·кп~ричсски:с: 
(Ю.•!1l<юодrю. K<t:.saш.: tI :щ-во Казан . ун-тtt, 2009. 271 с. 
2. \Тa.i11ikko G. Multirlim.cnsional wcakly sirщular inlegml 
eчuntions. - Sp1·ingcI", 1993. ·- ЗбG р. 
